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Die Behandluns einfilhrender Probleme

der Differentialrechnung mit Hilfe,Erogramdierbarer ETR

Otto Wurnig, Graz

In den letzten zehn Jahren wurde der Unterricht der Differential-
rechnungs orientiert an den dsterreichischen Mathematiklehrblichern an
den Gymnasien immer abstrakter gestaltet. Gleichzeitigs erhielt man
in den T.ehrveranstaltungen der Pidagogischen Akademien und Hochschu-
len den Eindruck, daB das Verstﬁhdnia filr die fundamentalen Ideen
keinesfalls zwrenommen hat, ja sogar durch das verringerte Aufgaben-
rechnen abrenommen hat.

In diesem Beitrag soll nun aufgezeigt werden, wie man mit Hilfe
procrammierbarer elektronischer Taschenrechner (abgekiirzt proj. ETR)
vor die abstrakte Phase, eine experimentelle, induktive Phase vor-
anstellen kann.

NDer ETR ist in der Oberstufe der dsterreichischen Gymnasien ein
selhatverstindliches Hilfsmittel im Mathematikunterricht geworden.
1457+ man den Schiilern beim Kauf des ETR frele Hand, so kaufen liber-
raschend viele 2inen proj. ETR. J0 besitzen im Schul jahr 1979/80 in
der 7.2 Klaase des BRG Graz 12 von 27 Schillern ein derartiges Gerit.
Fa ist selhatverstindlich, daB man in solchen Klassen diese Mérlich-
»mit fiir eine anschaulichere und leichter verstidndlichere Unterrichts-
mrataltuns niltzen sollte.

(1) Wie kann man den proj. ETR im normalen

Mathematikunterricht einsetzen?

Aua meinem Unterricht heraus entwickelte sich in Zusammenarbeit

mit den Schiilern im Mehrphasenplan.
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1. Phase: Analyse. Das mathematische Prcblem wird in der Unterrichts-

stunde vorbereitet, mit dem
‘nde eventuell in einfacher

2. Phase: Codierung. Einige

TR das Problem, testen ihr
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einfachen ETR numerisch analysiert und am
FluBdiagrammschreibweise dargestellt.
Schiiler codieren zu Hause fiir ihre proj.

Programm und stellen einen brauchbaren

Ausdruck her.

3. Phase: Vervielfidltisung des Ausdrucks. In der Schule wird vor der

Mathematikstunde der Computerausdruck fiir jeden Schiiler vervielfdltigt.

4. Pnase: Arbeitsphase (Uben des plausiblen SchlieBens nach Polya). Der

am Beginn der Mathematikstunde ausgeteilte Computerausdruck wird in
Gruppen bearbeitet. Am Ende dieser Phase steht nur auf Grund des ana-

lysierten Datenmaterials aufgestellte Vermutung bezliglich der Ldsung

des Problems.

5. Phase: Algebraische Beweisfiihrung (Uber des demonstrativen Schliefens %

nach Polya). Die erratene Losung wird algebraisch bewiesen bzw. the-

oretisch begriindet.

(2) Der exemplarische Einsatz der proj. ETR bei der

FErarbeituns des Begriffs Zahlenfolge

(a) Die intuitive Erarbeitung des Begriffs Zahlenfolge kann ein-

fach bei der Berechnung der Quadratwurzel einer Zahl a nach der For-
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mel von Newton xn+1:=;(xn-+§L) erfolgen. Ausgabe fiir a=2 bzw. a=73,
wenn der 1. Ndherungswert x12=1 ist. ;
J2 ] Der BildungsprozeB wird hier ab- %
x, =1 xy =1 gebrochen, wenn ixn+1 - xnl <1072 j
x,=1,5 X, =2 ist. Als anschauliches Bild des
13==1.4’6665667 X3==1,75 Prozesses bietet sich die Darstel- %
Xy = 1,414215686 X, = 1,732142857  lung der Ndherungswerte als Punkte
X5==1,414213562 x5==1,732050810 aunf der Zahlengeraden an. Die Schii- 3
xe=1,732050808 ler formulieren selbst nach erfolg-

ter Untersuchung der Tabelle (4. Phase): "Die Zahlenfolge strebt gegen
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Ja, da der Unterschied zwischen xnz und a immer kleiner wird".

(b) Der Zahlenfolge als Funktion. Die Definition in Laub, 6. Klasse,

N

Seite 2 lautet: "Ist f nur Abbildung der Menge 'K auf einer Menge M

oder eine Teilmenge von M, so nennt man (f(1),f(2),...,f(k)), f(k)€ M,

k€ N, eine endliche Folge".

k
Diese Definition wird von den Schillern kaum verstanden. Eine
solche abstrakte Definition kann daher nur das Brgebnis eines Ent-

wicklungsprozesses sein.

Da bereits das Tabellieren von Funktionen (FluSdiagramm Bild 1)
den Schiler aus der 5. Klasse bekannt ist, ist es leicht Zahlenfol-
gen mit Bildungsgesetz mit dem proj. ETR zu berechnen. Man braucht
nur fir x né€ N und fir f(x) an==f(n) zu setzen. Die Zahlenfolgen

lassen sich wie alle Funktionen am besten in einem zweidimensionalen

Bild veranschaulichen. i

(c) Die Reihe als Folge von Teilsummen. Die Definition in Iaub,

6. Klasse, Seite 61 lautet: "Unter einer endlichen Zahlenreihe ver-

™

steht man die Polge der Teilsummen (81.82.....8n), die der Polge !
(ai.az,...,an) zugeordnet sind".
_Sollen die Schiller jedoch ein Programm zur Summatlion der ersten
n natlirlichen Zahlen erstellen, so wird der doppelte Summationspro-
zeB (PluBdiagramm Bild 2) nur von wenigen erkannt.
(3) Die Anniherung der Differentialquotienten durch

eine Folge von Differenzenquotienten

Im Buch von Rosenberg ("Methodisch geordnete Sammlung von Aufgaben
aus der Arithmetik und Geometrie fir die 7. und 8. Klasse"), das von
vielen Mathematiklehrern noch immer den neuen abstrakten Lehrbichern

zur 7. Klasse vorgezogen wird, ist auf Seite 43 der Differentialquo-

tient
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Bild 1: Tabellieren von Funktionen

als Grenzwert des Differenzenquotienten wie folst definiert:

f’(x°)= lim
X"XO (o]

f'(x,) = lim

Bei dieser Darstellung kommt der Folgenbegriff und damit der Grenz-
wertprozeB zu kurz. Es wird im Unterricht auBerdem fast nur mit der
Pormel, ohne viel zu iiberlegen, weitergerechnet. 'j

Nimmt man jedoch fir xn==xo;tl§, so formt sich der Ausdruck wie 4
n

folet um:

lim
X _-+X
n

X =Xx+8

NEIN

f(X)‘f(Xo) 2
= lim T , d.h. fir y=x" ist
XX o
o
x -102
—_—= 1lim (x+x ) =2x .
XX =X, XX o o

f(xn)—f(xo)
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Bild 2: Die endliche Reihe als
Folge von Teilsummen

EPS N

f(xoi-j?) - f(x)

(o]

X=X
o

= 1lim {
n+ ® ;?
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1
f(xo*?) - f(!o)
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Der Term d(xo.) =

1
-5

n

Tabellierungsprogramm schnell berechnen.

148t sich mit einem modifizierten

Reispiel: y=x'/2
x, =1 n a(1,8) | x =4 n| data.n) [ x =25] n| a(25,n)
2| 0,41421 2| o0,23607 2| 0,09902 |

a| 0,47214 s| 0,24621 4| 0.09975 g

8| 0,49423 8| 0,24903 8 | 0,09994

16 | 0,49806 16| 0,24976 16 | 0,09998 %

32 | 0,49951 32| 0,24994 32 | 0,09999 ‘

64 | 0,49988 64| 0,24998 64 | 0,09999 %

128 | 0,49997 128| 0,24999 128 | 0,10000 ',

NDas Frgebnis der ersten Datenanalyse wird in einer zweiten Tabelle p

zusammence fagt:

. vermuteter !
Punktion |[Stelle xo Grenzwert iiberlegte Umformungen U
| I |
1 AW E
v = x? 4 ! = n" - —t |
- z . - 2.ﬂ
1 1 1
25 = =
10 25" 2.5
1 ]
vermuteter 1 4 -5 1 5= 1
allr.7u- Xo — = 20 xo = 2-1 vk
sammenhang 2./:0 E

n-1 nicht {

Somit kann vermutet werden, daB8 die Formel y=xn. y'=n.x
nur flir n€ N, oder ¢ Z sondern auch fir n€ Q gilt!

Resonders wichtig ist das Tabellieren der Differenzenquotienten der ‘_
Punktion y=1n x bzw, y=e*. Beide Ergebnisse (1n x)':% bzw. (eX)'=e* ‘

sind rasch aus der Tabellierung abzusehen und iberraschen die Schiller ‘

sehr! ‘ !




7um Problemeinstieg wird von einer giinstig gewdhlten ganzen ra-
tionalen Funktion f(x), f'(x), f"(x) zuerst tabelliert, dann ge-
seichnet (Bild 3) und schlieBlich analysiert. Aus Tabellen bzw.
7eichnung kdnnen die Eigenschaften von Extrem- und Wendepunkten
klar erkannt und formuliert werden. Eine theoretische Begriindung

(5. Phase) schlieBt sich im Unterricht als letzte Phase an.

Beispiel: y = x3 - 127(2 +36x-12

(4) Anschauliche Behandlung der Kurvendiskussion

- 17 -

Aus Tabelle und Zeichnung (Bild 3)

x f(x) fr(x)] f"(x)
'l -61 63 -30
-0,5| -33,13 48,75 | =27

0 -12 36 -24

0,5 5,13 24,75 | =21

1 13 15 -18

1,5 18,38 6,75 =15

2 20 0 =}2

2,5 18,63 - 5,25 -9

3 15 -9 -6

3,5 9,88 -11,25| -3

4 4 A2 0

4,5 - 1,88 =11,25 3

5 -7 -9 6

5,5 -10,63| - 5,25 9

6 -12 0 12

6,5| -10,38 6,75 15

7 -5 15 18

7,5 4,88 24,75 21

werden der Reihe nach untersucht:
(a) die Nullstellen von f(x):
N,€[0/0,5], Nyl 4/4,5], N;€17/7,5].

Die drei erhaltenen Intervalle kdnnen Sf
mit einer kleineren Schrittweite ta- |
belliert werden. Man erhilt dadurch
einen brauchbaren Nidherungswert fir

das Newton-Verfahren, welches am

proj. ETR rasch durchgefithrt werden

kann.
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(b) die Extremwerte von f(x):

Maximum (2/ 20), £'(2)=0, f"(2)=-12<0
Minimum (6/-12), £'(6)=0, f"(6)=+12>0

vermutete Regel: f'(xo)=0, f"6t0) < 0 Maximum
" (xo) > O Minimum
(c) der Wendepunkt von f(x):
w(4/4) £'(3,5)=-11,25
£'(4) =-12 f"(4)=0
£'(4,5)

-11,25

]

vermutete Regel: f'(xo) Extemwert, f"(xo)==0

(5) Die Behandlung der Extremwertaufgaben als Kurvendiskussion

Da Extremwertaufgaben sehr bald schematisch gerechnet werden und
das Tabelliersn und Zeichnen von Kurven zeitaufwendig ist, geht der
Zusammenhang zwischen der Kurvendiskussion und der Ldsung von Ex-
tremwertaufgaben oft verloren.

Ganz rdtselhaft wird schliefBlich fiur viele die erlaubte Vereinfachung

der Ansatzfunktion.

Im folgenden soll an einem einfachen Beispiel Ynrz sezeigt werden,

wie man diesen Zusammenhang exemplarisch herausarbeiten kann.

Beispiel: EBinem Halbkreis (r) soll das griéste
Rechteck eingeschrieben werden!
l=2x, b=y

O0<x<r; O<y<r

AR==2xy ... Maximum

[2 2

Netentedingung: y=./r -x

Ansatzfunktion: f(x)::x.Jr2—x

vereinfachte 2 2
Ansatzfunktion: g(x)=[ f(x)]“=x(r

2 2
-X
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y. y-rachlag: Man tabelliere mit r=10 cm die Linge und die Breite

hew. den Flicheninhalt des Rechteckes im Intarvall [0/20] mit der

tchrittweite 1!

1 h A vermutetes Brgebnis:

13| 7,60 | 98,79 1= 14; b= 7,143 A= 100 (= r2)
14| 7,14 | 99,98
15 6,61 99,22

e 3

f(x)::x.Jrg~x: und zeichne sie!

3. Yorschlag: Man differenziere die Punktion f£{x) und setze den er-
> :

haltenen Term gleich Null! Jri-xz- X = 0

S22

x=y=5 /7 A=2: fitr r=10; 1=14,14; b=7,07; A=100

»  varschlag: Man tabelliere 214 r=10cm die Ansatzfunktion

4. Vorschlag: Man quadiere f(x), differenziere die erhaltene Funk-

tion ~(x) und setze den erhaltenen Term gleich Null! 2r21-413==0

Der viertse VOrschlaé xommt natirlich vom Lehrer. Die so vereinfachte

Rechnuns 18st bei den Schillern solche {lberraschung aus, daB sie den
fnerhli~hen Zusammenhans zwischen dem zweiten und vierten Vorschlag
nicht sehen. Fin Tabellierungavergleich zwischen £(x) und z(x),
eventuell unterétutzt durch eine Zeichnung, 148t den Zusammenhang
sofort erkennen.

x f(x) r(x)

6,5 | 49,40 | 2339,9
7 49,99 | 2499
7,5 | 49,61 | 2460,9

Ma~., Otto YWurnis
BRG firnz
KeplerstraBe 1
8020 G raz
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